
1 複素関数論

1.1 複素数と複素平面

1.1.1 複素数

実数 x, yに対して、z = x + iyを複素数といい、xを複素数 zの実部、
yを複素数 zの虚部といい

x = Rez, y = Imz

とかく。複素数 z = x + iyに対して、

x− iy

を zの共役複素数といい、

z̄

で表す。以下の性質は明らかであろう。

定理 1 (1)z̄1 + z̄2 = (z1 + z2)(2)z̄1z̄2 = (z1z2)(3)
z̄2

z̄1
= ( z2

z1
)(4)zz̄ = |z|2

ここで、

|z| =
√

x2 + y2

であり、複素数 z = x + iyの絶対値という。
また、以下の性質が成り立つ。

定理 2 (1)Rez = 1
2
(z + z̄), Imz = 1

2i
(z − z̄)

(2)||z1| − |z2|| ≤ |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|（三角不等式）

1.1.2 複素平面

複素数 z = x + iyに対して、平面上の点 (x, y)が決まる。逆に、平面上
の点 (x, y)には必ず複素数 z = x + iyが対応している。このことを、複
素数 z = x + iyの全体（以下では、C と書く）と平面上の点 (x, y)の全
体とが１対１に対応しているといい、この２つを同一視する。平面上の
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点をこのように見たときに、この平面を複素平面、又はガウス平面とい
う。この場合、x軸上の点 (x, 0)は実数 xに対応し、y軸上の点 (0, y)は
純虚数 iyに対応している。この意味で、x軸を実軸、y軸を虚軸という。
複素数 z = x + iyを表す点 (x, y)を極座標 (r, θ)で表すと

r =
√

x2 + y2, θ = tan−1(
y

x
),−π < θ ≤ π

となる。これらをそれぞれ複素数の絶対値、偏角といい、

r = |z|, θ = arg z

と表す。この表示を用いると

z = x + iy = r cos θ + ir sin θ = r(cos θ + i sin θ)

となる。
以下の性質が示される。

定理 3 (1)|z1z2| = |z1||z2|, arg(z1z2) = arg(z1)+arg(z2)(2)| z2

z1
| = |z2|

|z1| , arg( z2

z1
) =

arg(z2)− arg(z1)

無限遠点 複素平面の構造を見る為に、この平面の原点Oでこの平面に
接し、中心をZ軸上に持つ半径 1

2
の球面

K; X2 + Y 2 + (Z − 1

2
)2 =

1

4

を考える。この球面K 上で平面と最も遠い点N（座標では (0, 0, 1)、こ
の点を北極という）と平面上の点 z = z(x, y)を直線 lで結び、この直線 l

と球面K との交点を P = (X, Y, Z)とする。平面上の点 zと、球面上の
点 P とが一対一に対応していることは容易にわかる。この時に、平面上
の点 zの座標 (x, y)と球面上の点 P の座標 (X, Y, Z)との関係は、

X =
x

x2 + y2 + 1
, Y =

y

x2 + y2 + 1
, Z =

x2 + y2

x2 + y2 + 1
,

x =
X

1− Z
, y =

Y

1− Z

である。今、平面上で原点を通る直線 Lを考えて、この直線 L上の点 z

が原点から限りなく遠ざかる時に、対応する球面上の点 P は限りなく北
極N に近づく。この、北極N に対応する点を平面上で仮に考えよう。こ
の点を無限遠点と呼ぶのである。
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1.2 複素数列と複素級数

1.2.1 複素数列

実数の場合と同様に、複素数の場合にも、数列及び級数の収束・発散
について考えることができる。簡単に復習してみよう。

定義 4 無限数列{zn}∞n=1がある複素数cに収束するとは、∀ε > 0, ∃n0, ∀n ≥
n0, |zn − c| ≤ ε

この定義から、複素数 zn及び cをそれぞれ zn = xn + iyn, c = a + ibと
書けば、数列 znが cに収束することと、数列 {xn}∞n=1及び数列 {yn}∞n=1

がそれぞれ a及び bに収束することとは同じことである。以下の性質は実
数の場合と同様に成り立つ。

定理 5 (1)limn→∞(zn +wn) = limn→∞ zn +limn→∞ wn(2)limn→∞ znwn =

limn→∞ zn limn→∞ wn(3)limn→∞( zn

wn
) = limn→∞ zn

limn→∞ wn

(limn→∞ wn 6= 0)

1.2.2 複素級数

実数の場合と全く同様に級数及びべき級数を定義する。そこで得られ
た幾つかの定理や公式は全て成り立つので、ここでは繰り返しては述べ
ない。
ここで、オイラーの公式について述べておこう。xが実数の時に、

ex =
∞∑

n=0

xn

n!

であるが、この両辺の xに iθを形式的に代入すると、

eiθ =
∞∑

n=0

(iθ)n

n!

となる。ここで、

(iθ)2m = (−1)mθ2m, (iθ)2m+1 = i(−1)mθ2m+1

に注意して上の右辺の実部と虚部をわけて見ると、

eiθ =
∞∑

n=0

(−1)mθ2m

(2m)!
+ i

∞∑
n=0

(−1)mθ2m+1

(2m + 1)!
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と
なり、これはそれぞれ cos θ及び sin θの展開になっている。だから、

eiθ = cos θ + i sin θ（オ イ ラー の 公 式 ）

と定義する。
従って、7.1.2により、

z = x + iy = r(cos θ + i sin θ) = reiθ

となる。この形で複素数を表示すれば、1.1.2の定理 3は容易に示すこと
が出来る。
例題１．方程式

zn = α

の解を求めよ。
（解）

z = reiθ, α = r0e
iθ0

とおいて、方程式 zn = αに代入する。

(reiθ)n = r0e
iθ0 ,

rneinθ = r0e
iθ0 ,

よって

rn = r0, nθ = θ0 + 2kπ, k = 0, 1, 2, ...

だから、

r = n
√

r0, θ =
θ0 + 2kπ

n
, k = 0, 1, 2, ...

となり、

zk = n
√

r0e
i

θ0+2kπ
n , k = 0, 1, 2, ...

である。従って、解は

zk = n
√

r0（ cos
θ0 + 2kπ

n
+ i sin

θ0 + 2kπ

n
）, k = 0, 1, 2, ...
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である。この内で次ぎの n個の相異なる解が求めるものである。

zk = n
√

r0(cos
θ0 + 2kπ

n
+ i sin

θ0 + 2kπ

n
), k = 0, 1, 2, .., (n− 1)

この方程式を円分方程式という。J
問題１．次の方程式を解け。
（１）z6 = −1（２）z3 = 8i

1.3 複素関数

1.3.1 関数の極限・連続性

極限 関数の極限については実関数の場合と同様であるが、簡単に復習
しておこう。最初に複素関数w = f(z)を考える範囲（定義域）を決めて
おこう。複素数 aと正の実数 ρに対して集合 Uρ(a)を

Uρ(a) = {z; |z − a| < ρ}

とするとこれは複素平面では、中心が a、半径が ρの円の内部を表す。特
別な場合として、ρ = ∞の時には、全平面を表す。複素平面上の集合D

が、Dに属する全ての点 aに対して、適当な ρを選べば Uρ(a) ⊂ Dと出
来る時に、集合Dは開集合であるという。また、集合Dが、Dに属する
任意の２点 a, bに対して aと bとを結ぶ連続曲線がD内に取れる時に、集
合Dは連結であるという。今後は、複素関数を考えるときにはいつも開
でしかも連結な範囲（これを領域という）Dで考えることにしよう。
さて、関数 w = f(z)の定義域D内の一点 z = z0における極限値が α

であるとは、以下のように定義し、

lim
z→z0

f(z) = α

と書く。

「∀ε > 0,∃δ > 0, ∀z; 0 < |z − z0| < δ, |f(z)− α| < ε」

これを読むときには、「任意に与えた正の実数 εに対して、ある正の実数
δが決まって、0 < |z − z0| < δであるような任意の複素数 zに対しては、
常に不等式 |f(z)− α| < εが成立している」と読む。上の定義は

「∀ε > 0, ∃δ > 0,∀z ∈ Uδ(z0), z 6= z0, f(z) ∈ Uε(α)」
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と同じである。実関数と場合と同様に以下の性質が成り立つ。
(1)limz→z0(f(z) + g(z)) = limz→z0 f(z) + limz→z0 g(z)

(2)limz→z0 f(z)g(z) = limz→z0 f(z) limz→z0 g(z)

(3)limz→z0

f(z)
g(z)

=
limz→z0 f(z)

limz→z0 g(z)
, limz→z0 g(z) 6= 0

関数の連続性 関数の連続性に関しても、実関数の場合と同様に定義を
行い、幾つかの性質も同様に成り立つ。簡単に触れよう。関数w = f(z)

が点 z = z0で連続であるとは、等式

lim
z→z0

f(z) = f(z0)

が成り立つことであるとする。従って、正確に述べれば

「∀ε > 0, ∃δ > 0,∀z; |z − z0| < δ, |f(z)− f(z0)| < ε」

となる。以下の性質も明らかであろう。

２つの関数 f(z), g(z)が点 z = z0で共に連続であるときには、和及び
差；f(z)± g(z),積；f(z)g(z),商；f(z)

g(z)
, g(z0) 6= 0,は何れも点 z = z0 で連

続である。

1.3.2 微分可能性とコーシー・リーマンの関係式

関数の定義域D内の点 z0で、次の極限値が存在するときに、関数w =

f(z)は点 z0で微分可能であるといい、この極限値を

f ′(z0)又は
df

dz
(z0)

で表し、点z0における関数f(z)の微分係数とよぶ。

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

= lim
h→0

f(z0 + h)− f(z0)

h

定義域D内の全ての点で微分可能の時に、関数 f(z)はDで微分可能
であるという。この場合には、z → f ′(z)と見て、関数 f(z)の導関数と
いう。以下の性質は実関数の場合と同様であり、証明も同じようにすれ
ば良い。

(1)(f + g)′ = f ′ + g′

(2)(fg)′ = f ′g + fg′

(3)(f
g
)′ = f ′g−fg′

g2 , g 6= 0
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コーシー・リーマンの関係式 z = x + iy, w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

と実部と虚部に分けて、実部 u(x, y)及び虚部 v(x, y)を (x, y)の関数と見
なした場合に、次ぎの定理が成立する。

定理 6 関数 f(z) = u(x, y) + iv(x, y)が、点 z0 = x0 + iy0で微分可能で
ある為の必要・十分条件は、点 (x0, y0)で u(x, y), y(x, y)が全微分可能で
あって、しかも関係式

∂u

∂x
=

∂v

∂y
,
∂u

∂y
= −∂v

∂x

が成立することである。上の関係式をコーシー・リーマンの関係式という。

ここで、関数の全微分可能性について触れておこう。一般にx, yの２変
数関数 h(x, y)がある点 (a, b)の近くで全微分可能であるとは、定数A,B

が決まって、h(x, y) = h(a, b) + A(x− a) + B(y − b) + ηrの形で書けて、
r =

√
(x− a)2 + (y − b)2 → 0の時に、η → 0となっていることをいう。

（注意）関数 w = f(z)が点 z0 = x0 + iy0で微分可能であるばかりで
なく、適当な ρが存在して、Uρ(z0)の各点でも微分可能である時に、関
数f(z)は点z0で正則であるという。
（例）1.w = z2について z = x + iyとおいて

w = (x + iy)2 = x2 − y2 + i2xy

となる。だから、

u = x2 − y2, v = 2xy

であり、

ux = 2x = vy, uy = −2y = −vx

となってコーシー・リーマンの関係式が全ての点 (x, y)で成り立つ。従っ
て、関数w = z2は、全平面で微分可能である。よって、全平面で正則で
あるといえる。J

2.w = |z|2について z = x + iyとおいて

w = x2 + y2
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となる。だから、

u = x2 + y2, v = 0

であり、

ux = 2x, vy = 0, uy = 2y, vx = 0

となってコーシー・リーマンの関係式は原点で成り立ち、それ以外の全
ての点で成り立たない。従って、関数 w = |z|2は、原点で微分可能であ
るが、それ以外の点では微分可能ではない。よって、全平面で正則では
ない。J

1.3.3 一次関数（分数関数）

α, β, γ, δを複素数として、αδ − βγ 6= 0とするときに、

w =
αz + β

γz + δ

で定義される zの関数wを一次関数という。

w =
αz + β

γz + δ
=

α

γ
+

βγ−αδ
γ2

z + δ
γ

= α1 +
β1

z + γ1

,

但し、α1 = α
γ
, β1 = βγ−αδ

γ2 , γ1 = δ
γ
,のように変形すると、一次関数 w =

αz+β
γz+δ

は、次の幾つかの関数の合成であることがわかる。

z1 = z + γ1, z2 =
1

z1

, z3 = β1z2, w = z3 + α1

従って、一次関数の性質を調べるには、次の３つの関数の性質を調べ
れば良い。

(1)w = z + α,この関数は、平面上で zを αだけ平行移動することで
ある。

(2)w = βz,この関数は、平面上で zを arg βだけ回転し、zの長さを |β|
倍することである。

(3)w = 1
z
,この関数は、平面上で zを実軸に対称に移動し、原点からの

距離を |z|から 1
|z| に変えること（中心が原点O、半径１の円（この円を

単位円という）に関する反転という）である。
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これらの (1)～ (3)の関数に共通な性質は、平面上の円を再び円に移す
ことである。この性質を円円対応という。従って、もとの一次関数も円
円対応の性質を持つ。
問題２．関数w = z + 1

z
によって、z平面上の原点を中心とした半径 r

の円は、w平面上のどのような図形に写されるか。但し、r > 0。

1.3.4 べき関数w=zn（n：自然数）

ここでは、関数

w = zn

による変換（写像）について考えよう。それぞれを極座標で表示して、

z = reiθ, w = ρeiΘ

と置き両辺に代入すれば、

ρeiΘ = (reiθ)n = rneinθ

となるので、

ρ = rn

及び、

Θ = nθ

が得られる。
最初に、z平面上で rを固定すると、即ち点 zが中心が原点 O,半径 r

の円周上を動くと、w平面では、ρ = rnだから、点wは中心が原点O,半
径 rnの円周上を動く。この時に、関係式Θ = nθから,z平面のこの円周
上で zが、扇形 0 < θ < 2π

n
の間を動く間にw平面では , 0 < Θ < 2πだか

ら、円周全体を動く。
次ぎに、z平面上で zが半直線 arg z = θ上を原点から無限遠方まで動
く時には、w平面では、wは半直線 arg w = nθ上を原点から無限遠方ま
で動く。従って、以上のことから、z平面の角領域 0 < arg z < 2π

n
が全w

平面に写される。
（注意）上で考察したことを考慮して、関数w = znの逆関数として、
関数w = n

√
zを定義するのである。
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1.4 べき級数と初等超越関数

1.4.1 べき級数

実係数のべき級数
∑∞

n=1 cnxn,（cnは実数）に関しては、既に学んであ
る。そこで述べた色々の性質は全て複素係数の複素べき級数

∑∞
n=1 cnz

n,

（cnは複素数）の場合にも、殆んど変更することなしにそのままで成立す
る。特に、収束する範囲が複素平面上では、円になり（この円を収束円と
いう）、収束半径はその円の半径になる。また、次の定理から、正項級数
を取り扱う意味もはっきりするであろう。

定理 7 複素級数
∑∞

n=1 znについて、
∑∞

n=1 |zn|が収束すれば、級数
∑∞

n=1 zn

は収束する。

以下、簡単に定理を述べておこう。

定理 8 複素べき級数
∑∞

n=1 cnznに対して、

lim
n→∞

|cn+1

cn

| = ρ

とおけば、この級数は

|z| < 1

ρ
(= Rと置いて収束 半 径 という）

の範囲で絶対かつ一様に収束する。

定理 9 複素べき級数
∑∞

n=1 cnznは収束円の内部で何回でも微分出来て、

(
∞∑

n=1

cnzn)(k) =
∞∑

n=k

n(n− 1)...(n− k + 1)cnzn−k

が成り立つ。

以下で、初等超越関数と呼ばれる基本的な関数について定義と簡単な
性質を挙げておこう。
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1.4.2 指数関数w = ez

xが実数の時に、ex =
∑∞

n=0
xn

n!
であるが、この両辺の xに zを代入す

ると、

ez =
∞∑

n=0

zn

n!

となる。この右辺のべき級数は、上の定理を使うと収束半径は∞となり、
全ての zに対して収束することがわかる。そこで、改めて ezを

∑∞
n=0

zn

n!

で定義しよう。この時に、

d

dz
(ez) = ez,

ez1+z2 = ez1ez2

等の性質は容易に確かめられる。
更に、z = x + iyの時には、w = ez = ex+iy = exeiy = ex(cos y + i sin y)

であるから、|w| = ex, arg w = yとなる。従って、z平面上でRez = xを
固定して、yを 0 < y < 2π の範囲で動かすと、w平面上で、w = ez は
半径が exの円周上を原点の周りに一周する。また、次ぎに、z平面上で
Imz = y, 0 < y < 2π,を固定して、xを−∞ < x < ∞の範囲で動かすと、
w平面上で、w = ezは半直線 arg w = y上を原点から無限遠方まで動く。
故に、z平面上の帯状の領域 {(x, y); 0 < y < 2π,−∞ < x < ∞}が、w平
面の全体に写されることがわかる。また、関数w = ezは周期 2πiの周期
関数であることもわかる。
また、指数関数 w = ez = ex(cos y + i sin y) = u + iv とおくと、

u = ex cos y, v = ex sin yとなる。このときに、ux = ex cos y = vy, uy =

−ex sin y = −vxが成り立つから、指数関数w = ezは全平面でコーシー・
リーマンの関係式が成り立ち微分可能（従って、正則）である。

1.4.3 対数関数w = log zとべき関数w = zα（α：複素数）

実関数の場合と同じように、指数関数の逆関数として対数関数を定義
する。

z = ew
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の両辺にそれぞれ

z = reiθ, w = u + iv

を代入すると

reiθ = eu+iv = eueiv

だから

r = eu, eiθ = eiv

従って、

u = log r, v = θ + 2nπ, n = 0,±1, ...

よって、

w = u + iv = log r + i(θ + 2nπ), n = 0,±1, ...

よって

w = log z = log |z|+ i(arg z + 2nπ)n = 0,±1, ...

となり、この関数は無限多価関数となる。
（例）log i = log |i|+ i(arg i + 2nπ) = i(π

2
+ 2nπ)

log(1 + i) = log |1 + i|+ i(arg(1 + i) + 2nπ) = log
√

2 + i(π
4

+ 2nπ),

log e = log e + i(0 + 2nπ) = log e + i2nπ = 1 + i2nπ

次ぎに、上の対数関数の定義を使ってべき関数

w = zα,（α;複素数)

を定義しよう。

zα = eα log z

であるから、

w = zα = eα log z

= eα(log |z|+i(arg z+2nπ)), n = 0,±1, ...,

と定義するのである。この場合、zαは一般には無限多価関数になる。
（例）ii = ei log i = ei(i(π

2
+2nπ)) = e−(π

2
+2nπ), n = 0,±1, ...,

12



1.4.4 関数w= k
√

z

特に、α = 1
k
の場合（但し、kは自然数）は

z
1
k = e

(log |z|+2nπi)
k = e

log |z|
k e

2nπ
k

i

= k
√
|z|(cos

2nπ

k
+ i sin

2nπ

k
), n = 0,±1, ...,

となって、上の無限個の値の内で互いに相異なるのは、

k
√
|z|(cos

2nπ

k
+ i sin

2nπ

k
), n = 0, 1, ..., (k − 1)

の k個である。上の定義は、べき関数 w = zkの逆関数になっており、k

価多価関数である。
（例）

√
(−i) = (−i)

1
2 = e

1
2

log(−i) = e
1
2
{log |−i|+(−π

2
+2nπ)i} = e

1
2
(−π

2
+2nπ)i =

e−
π
4
ienπi = ±(−

√
2

2
+ i

√
2

2
)

1.4.5 三角関数w = cos z, sin z

複素変数の三角関数の定義は、指数関数の定義と同様に、実関数のべ
き級数展開をもとに行う。詳しくいえば、実関数の場合のべき級数展開、
cos x =

∑∞
n=0(−1)n x2n

(2n)!
,及び sin x =

∑∞
n=1(−1)n−1 x2n−1

(2n−1)!
で、形式的に

x = zと置いて得られる

∞∑
n=0

(−1)n z2n

(2n)!
,

∞∑
n=1

(−1)n−1 z2n−1

(2n− 1)!

で

cos z, sin z

を定義するのである。つまり、

cos z =
∞∑

n=0

(−1)n z2n

(2n)!
,

sin z =
∞∑

n=1

(−1)n−1 z2n−1

(2n− 1)!

13



これらのべき級数の収束半径は何れも∞であることは、収束半径を計算
する式からわかる。その時に、収束円の中では項別微分が許されること
から、

d

dz
cos z = − sin z

及び

d

dz
sin z = cos z

が成り立つ。また、関係式

cos(−z) = cos z, sin(−z) = − sin z

も容易にわかる。更に、指数関数との関係は

cos z =
1

2
(eiz + e−iz), sin z =

1

2i
(eiz − e−iz)

だから、cos z及び sin zは周期 2πの周期関数であることがわかる。他に、
三角関数の加法定理や公式

cos2 z + sin2 z = 1

等が成り立つことも確かめられる。
例題１．方程式

cos z = 2

を解け。
（解法）

cos z =
1

2
(eiz + e−iz) = 2

より、X = eizとおくと、Xに関する方程式は

X +
1

X
= 4

となる。即ち、

X2 − 4X + 1 = 0

14



よって、

X = 2±
√

3

従って、

eiz = 2±
√

3

だから , z = x + iyと置くと、

e−y+ix = 2±
√

3,

e−y(cos x + i sin x) = 2±
√

3

となって、

sin x = 0, e−y cos x = 2±
√

3,

から、

x = 2nπ,

及び

e−y = 2±
√

3,

y = − log(2±
√

3),

がわかり、従って、

z = 2nπ − i log(2±
√

3)

となる。J
問題３．次の値を求めよ。
（１）

√
1 + i（２） 3

√
i（３）log(1 + i)（４）Log(−1)（５）(1 + i

√
3)ii

1.5 複素積分とコーシーの積分定理

1.5.1 複素積分

複素平面上の領域D内の曲線Cが

z(t) = x(t) + iy(t), α ≤ t ≤ β, z(α) = a, z(β) = b

15



で定義されている時に、C上で定義された関数w = f(z)のこの曲線Cに
沿っての積分を

∫ β

α

f(z(t))z′(t)dt

で定義し、
∫

C

f(z)dz

と書くことにする。
例題１．複素平面上の原点 O(0, 0)と点 1 + i(= (1, 1))とを直線 C1で

結ぶ。この時に、曲線 C1上の関数 w = zの積分を計算せよ。また、点
1 + iに行くのに x軸上を点 1(= (1, 0))迄行き、その後 x軸に垂直に点
1 + i(= (1, 1))まで行く道をC2として、C2上の関数w = zの積分を計算
せよ。また、w = z2の場合に計算をせよ。
（解法）C1上では、

z(t) = t + it = (1 + i)t, 0 ≤ t ≤ 1,

と書かれるから、

z′(t) = (1 + i)

よって、w = zの場合は、
∫

C1

zdz =

∫ 1

0

(1 + i)t(1 + i)dt

= (1 + i)2[
t2

2
]10

= i.

また、w = z2の場合は、

∫

C1

z2dz =

∫ 1

0

(1 + i)2t2(1 + i)dt

= (1 + i)3[
t3

3
]10

=
(1 + i)3

3

16



また、C2上では、

0 ≤ t ≤ 1

の時には、

z(t) = t, z′(t) = 1,

1 ≤ t ≤ 2

の時には、

z(t) = 1 + i(t− 1), z′(t) = i

とそれぞれ書かれるから、w = zの場合は、

∫

C2

zdz =

∫ 1

0

tdt +

∫ 2

1

{1 + i(t− 1)}idt

= [
t2

2
]10 + [(1 + i)t− t2

2
]21

= i

また、w = z2の場合は、

∫

C2

z2dz =

∫ 1

0

t2dt +

∫ 2

1

{1 + i(t− 1)}2idt

= [
t3

3
]10 + [

{1 + i(t− 1)}3

3i
i]21

=
1

3
+

(1 + i)3

3
− 1

3
=

(1 + i)3

3

J
例題２．中心が αで、半径が rの円周をCとし、関数 1

(z−α)n のC上の
積分を計算せよ。
（解法）Cは、

z(t) = α + reit, 0 ≤ t < 2π

17



と表示出来る。この時に、

z′(t) = ireit

だから、
∫

C

1

(z − α)n
dz =

∫ 2π

0

1

(reit)n
ireitdt

=
i

rn−1

∫ 2π

0

e−i(n−1)tdt

=

{
2πi, n = 1

0, n 6= 1

となる。J

1.5.2 コーシーの積分定理

定理 10 関数 f(z)がD内で正則であるとすると、D内の任意の単純閉曲
線Cに沿っての積分は

∫

C

f(z)dz = 0

となる。

1.6 コーシーの積分公式

次の定理はコーシーの積分公式と呼ばれている。

定理 11 関数 f(z)がD内で正則であるとする。D内の任意の点 aとこの
点を囲みD内にある任意の閉曲線Cに対して、公式

f(a) =
1

2πi

∫

C

f(z)

z − a
dz

が成り立つ。

上の定理から、次ぎの定理が示せる。

18



定理 12 関数 f(z)がD内で正則であるならば、関数 f(z)は内の各点で
何回でも微分可能で、D内の任意の点 aとこの点を囲みD内にある任意
の閉曲線Cに対して、公式

f (n)(a) =
n!

2πi

∫

C

f(z)

(z − a)n+1
dz, n = 1, ..., ...

が成り立つ。

問題４．次の関数の曲線上での積分を計算せよ。
（１） 2z−1

(z−2)(z−i)
C; |z− i| = 1（２） z2

z3−8
C; |z− 2| = 1（３）ez

z
C; |z| = 1

（４） sin z
z+i

C; |z + i| = 2（５） zez

(z−1)2
C; |z − 1| = 2

1.7 関数の展開

1.7.1 テーラー展開

定理 13 関数 f(z)が領域Dで正則な時に、D内の任意の点 aを中心とし
て、D内に含まれる円内において、関数 f(z)は次の形にべき級数展開出
来る。

f(z) = f(a) +
f ′(a)

1!
(z − a) +

f ′′(a)

2!
(z − a)2 + .... +

f (k)(a)

k!
(z − a)k + ...

aを展開の中心といい、特に a = 0の場合には、上の級数をマクローリ
ン展開という。
（注意）１．この定理の結果によれば、複素関数は一回微分出来れば

（正則ならば）,べき級数展開出来ることを主張しており、実関数の世界
では成り立たないことがいえることになる。
２．実関数の場合に得られているように、対数関数、無理関数、分数
関数はそれぞれ以下のような展開を持っていることは、計算で確かめら
れる。

log(1 + z) =
∞∑

n=1

(−1)n−1 zn

n!
, |z| < 1

(1 + z)k =
∞∑

n=1

k(k − 1)...(k − n + 1)zn

n!
, |z| < 1, k；実数

19



1

1− z
=

∞∑
n=0

zn, |z| < 1

更に、実関数の場合と同じように、収束円の内部では、項別微分、項別
積分が何れも許される。
ここで、上のテーラー展開の公式から得られる幾つかの定理を述べて
おく。これらの定理は直接計算で使うことは少ないが,数学では重要な定
理ばかりである。

定理 14 領域D内で正則な２つの関数 f(z), h(z)に対して、D内の点 z0

に収束する無限点列 {zn}∞n=1があって、もしも、

f(zj) = h(zj), j = 1, ..., ...

が成り立っているならば、領域D内の全ての点で

f(z) = h(z)

が成り立つ。（一致の定理）

定理 15 領域D内で正則な関数 f(z)が、D内の 1点 aで |f(z)|の最大値
を取れば、関数 f(z)は定数になる。（最大値の原理）

定理 16 領域D内の正則関数列 {fj(z)}∞j=1が関数 f(z)にD内で一様収
束すれば、関数 f(z)はD内で正則である。

定理 17 全平面で正則で（この性質を持つ関数を整関数という）、有界な
関数は定数に限る。

定理 18 n次代数方程式は必ず n個の解を持つ。ここで、n次代数方程式
とは、

a0z
n + a1z

n−1 + ...akz
n−k + ... + an−1z + an = 0,

aj, j = 0, 1, ..., n,は複素数

のことである。

20



1.7.2 ローラン展開

テーラー展開は、点 aのまわりで正則な関数のべき級数展開を与える
が、点 aのまわりで正則でない関数の展開は以下のようになる。

定理 19 関数 f(z)は、同心円の内部

D = {z : R1 < |z − a| < R2}

で正則であるとする（従って、点 aで関数が正則でない場合を含む）。こ
の時には、関数 f(z)はD内で以下のように展開出来る。

f(z) =
n=∞∑

n=−∞
cn(z − a)n,

cn =
1

2πi

∫

C

f(z)

(z − a)n+1
dz, n = 0,±1,±2, ..

ここで、曲線 C は、中心が z = a、半径が r、R1 < r < R2、の円周で
ある。

（注意）1.特に関数 f(z)が、|z − a| < R1で正則な場合には、

cn =
f (n)(a)

n!
, n = 0, 1, ...、

となり、更に、

c−n = 0, n = 0, 1, ...

である。つまり、べき級数で負べきの項は現れない。（定理 55、56を参照
のこと）

2.n ≥ 0の部分はテーラー展開と同じであり、z = aの特異性は専ら
n < 0の部分に現れる。その意味で、

n=−∞∑
n=−1

cn(z − a)n

の部分を展開の主要部という。特に、係数が零でない最高の負べきが (z−
a)−pの時に、点 aは関数 f(z)の p位の極であるという。そのような pが
存在しない時には、点 aは関数 f(z)の真性特異点であるという。

21



3.関数

f(z) =
sin z

z

は、点 z = 0では定義されていないので、z = 0は特異点である。しかし、
関数 sin xの展開

sin x =
∞∑

n=1

(−1)n−1 x2n−1

(2n− 1)!

を分母に代入すると、

f(z) =

∑∞
n=1(−1)n−1 x2n−1

(2n−1)!

z
=

∞∑
n=1

(−1)n−1 x2n−2

(2n− 1)!
= 1− x2

3!
+ ...、

となり、主要部はない。ここで、改めて

f(0) = 1

と定義すれば、関数 f(z)は、z = 0でも正則になる。このような点のこ
とを除去可能な特異点と呼ぶ。次の定理が成り立つ。

定理 20 関数 f(z)が 0 < |z − a| < Rで正則で、しかもこの範囲で有界
であるならば、点 aは関数 f(z)の除去可能な特異点である。

（例題１）関数

f(z) =
1

(z − 1)(z − 2)

を原点を中心とするローラン展開せよ。
（解法）この関数の特異点は z = 1, 2であるから、次の 3つの場合に分
けて考える。

(1)|z| < 1の時には関数 f(z)は正則だから、

f(z) =
1

(z − 1)(z − 2)
=

1

(z − 2)
− 1

(z − 1)
= −1

2

1

1− z
2

+
1

1− z

と変形して、

|z
2
| < 1, |z| < 1
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により

f(z) = −1

2

∞∑
n=0

(
z

2
)n +

∞∑
n=0

zn

=
∞∑

n=0

(1− 1

2
(

1

2n
))zn

=
∞∑

n=0

(1− 1

2n+1
)zn

と展開できる。J
(2)1 < |z| < 2の時、

f(z) = −1

2

1

1− z
2

+
1

1− z
= −1

2

1

1− z
2

− 1

z

1

1− 1
z

と変形して

|z
2
| < 1, |1

z
| < 1

によって、

f(z) = −1

2

∞∑
n=0

(
z

2
)n − 1

z

∞∑
n=0

(
1

z
)n

= −
∞∑

n=0

zn

2n+1
−

∞∑
n=0

(
1

z
)n+1

と展開できる。J
(3)2 < |z|の時、

f(z) =
1

z

1

1− 2
z

− 1

z

1

1− 1
z

と変形して

|2
z
| < 1, |1

z
| < 1
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によって、

f(z) =
1

z

∞∑
n=0

(
2

z
)n − 1

z

∞∑
n=0

(
1

z
)n

=
1

z

∞∑
n=0

2n − 1

zn

=
∞∑

n=0

2n − 1

zn+1

と展開できる。J
問題５．次ぎの関数の点 αのまわりのテイラーまたはマクローリン展
開を求め、収束半径も計算せよ。
（１） 1

z−3
(α = i)（２）cos z

z2+2
(α = 0)（３） 1

z3(2−z)
(α = 0)（４） z+2

z3+z2 (α =

0)（５） 1
(z−1)2(z2−4)

(α = 1)（６） z
ez−1

(α = 0)

1.7.3 ローラン展開と留数計算

点 z = aが関数 f(z)の特異点であり、閉曲線Cの内部には a以外の特
異点を含まないとするときに、関数 f(z)の点 aにおける留数を

Res[f ; a] =
1

2πi

∫

C

f(z)dz

と定義する。この式の右辺に定理６３で得られたローラン展開を代入し
て、項別積分を行うと、関係式

∫

C

1

(z − a)n
dz =

∫

Cρ(a)

1

(z − a)n
dz =

{
2πi, n = 1

0, n 6= 1

（ここでCρ(a)は中心が a,半径が ρの円周を表す）によって

Res[f ; a] =
1

2πi

∫

C

f(z)dz

=
1

2πi

∫

C

n=∞∑
n=−∞

cn(z − a)ndz

=
1

2πi

n=∞∑
n=−∞

∫

C

cn(z − a)ndz

= c−1
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が得られる。以下では、点 aが 1位の極の場合、更に、点 aが p位の極の
場合に分けて c−1を求める方法を考えよう。

(1)点 aが 1位の極の場合,

f(z) = c−1(z − a)−1 +
n=∞∑
n=0

cn(z − a)n,

だから、

f(z)(z − a) = c−1 +
n=∞∑
n=0

cn(z − a)n+1

よって、

c−1 = lim
z→a

f(z)(z − a)

J
(2)点 aが p位の極の場合,

f(z) = c−p(z − a)−p + c−(p−1)(z − a)−(p−1) + ... + c−1(z − a)−1 +
n=∞∑
n=0

cn(z − a)n,

だから、

f(z)(z − a)p = c−p + c−(p−1)(z − a) + ... + c−1(z − a)p−1 +
n=∞∑
n=0

cn(z − a)n+p,

よって、

c−1 =
1

(p− 1)!
lim
z→a

dp−1

dzp−1
{f(z)(z − a)p}

J

1.7.4 定積分の計算への応用

次の定理は実関数の定積分の計算をするときに、よく用いられる。
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定理 21 D内で定義された関数 w = f(z)が、D内の単一閉曲線 Cの内
部で、n個の点 z = aj, j = 1, ..., n,を除き正則であるとする。この時に、
次の関係式が成り立つ。

1

2πi

∫

C

f(z)dz =
n∑

j=1

Res[f, aj]

幾つかの例題で、応用について述べよう。
例題 1．

∫ ∞

−∞

1

x4 + 1
dx

を計算せよ。

（解法）f(z) = 1
z4+1
とおいて、関数 f(z)を次の積分路Cで積分しよう。

C = C1 + C2,

C1; Imz = 0,−R < Rez < R,

C2; |z| = R, Imz > 0.

この関数 f(z)の考えている積分路Cの中にある特異点は、

z1 =
1√
2

+ i
1√
2

= ei π
4

と

z2 = − 1√
2

+ i
1√
2

= ei 3π
4

の 2つである。これらの特異点 z = zj, j = 1, 2は何れも関数 f(z)の 1位の
極であり、それらの点における留数はそれぞれ以下のように計算出来る。

Res[f ; zj] = lim
z→zj

z − zj

z4 + 1
= lim

z→zj

1

4z3

=

{
1
4
e−i 3π

4 , j = 1
1
4
e−i 9π

4 , j = 2
=

{
− 1

4
√

2
− i 1

4
√

2
, j = 1

1
4
√

2
− i 1

4
√

2
, j = 2
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従って、
∫

C

1

z4 + 1
dz = 2πi(Res[f ; z1] + Res[f ; z2])

= 2πi(− 1

4
√

2
− i

1

4
√

2
+

1

4
√

2
− i

1

4
√

2
)

= π
1√
2

が成り立つ。そこで、左辺の積分
∫

C
1

z4+1
dzを 2つの和

∫

c1

1

z4 + 1
dz +

∫

c2

1

z4 + 1
dz

に直してそれぞれの積分について、以下のように考える。
C1では、z = xとおけば、

∫

c1

1

z4 + 1
dz =

∫ R

−R

1

x4 + 1
dx

となる。よって、R →∞とすると、
∫

c1

1

z4 + 1
dz →

∫ ∞

−∞

1

x4 + 1
dx.

C2では、

z = Reiθ, 0 < θ < π,

とおけば、

dz = iReiθdθ,

|z4 + 1| = |(Reiθ)4 + 1| ≥ R4 − 1,

よって、

|
∫

c1

1

z4 + 1
dz| = |

∫ π

0

1

(Reiθ)4 + 1
iReiθdθ|

≤
∫ π

0

R

R4 − 1
dθ

=
πR

R4 − 1
→ 0(as R →∞)
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となる。だから、
∫ ∞

−∞

1

x4 + 1
dx =

π√
2

である。J
例題２．

∫ 2π

0

dθ

a + b cos θ
, (a > b > 0)

を計算せよ。
（解法）

z = eiθ, 0 < θ < 2π,

とおくと、zは中心が原点Oで、半径 1の円周上Cを動く。即ち、

C; |z| = 1。

この時に、オイラーの公式によって ,

cos θ =
1

2
(eiθ + e−iθ) =

1

2
(z +

1

z
),

また,

dz = ieiθ = izdθ, 0 < θ < 2π,

更に、

a + b cos θ = a + b
1

2
(z +

1

z
) =

1

2z
(bz2 + 2az + b),

が成り立つので、

∫ 2π

0

dθ

a + b cos θ
=

∫

C

2z

bz2 + 2az + b

1

iz
dz

=

∫

C

2

bz2 + 2az + b

1

i
dz

= 4π × (C内の関数 f(z) =
1

bz2 + 2az + b
の留数の和）
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ところで、関数 f(z) = 1
bz2+2az+b

の積分路C内にある特異点は、方程式

bz2 + 2az + b = 0

の解

−a±√a2 − b2

b

のうちで

z1 =
−a +

√
a2 − b2

b

1点である。一方で z1における関数 f(z)の留数は、

Res[f, z1] = lim
z→z1

z − z1

bz2 + 2az + b

= lim
z→z1

1

2bz + 2a
=

1

2
√

a2 − b2

と計算できる。よって、
∫ 2π

0

dθ

a + b cos θ
=

2π√
a2 − b2

J
例題３．

∫ ∞

−∞

cos mx

x2 + 1
dx

を計算せよ。
（解法）関数 f(z) = eimz

z2+1
を考えて、積分路Cは上の例題 1と同じとす

る。つまり、

C = C1 + C2,

C1; Imz = 0,−R < Rez < R,

C2; |z| = R, Imz > 0.

積分路C内にある関数 f(z)の特異点は z = iであり、iにおける関数 f(z)

の留数は

Res[
eimz

z2 + 1
, i] = lim

z→i
(z − i)

eimz

z2 + 1

= lim
z→i

eimz

2z
=

e−m

2i
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と計算できる。従って、
∫

C

eimz

z2 + 1
dz = πe−m

である。
ここで、例題 1のように積分路をC1とC2に分けて考える。
最初にC1上では、z = xだから

∫

C1

eimz

z2 + 1
dz =

∫ R

−R

eimx

x2 + 1
dx =

∫ R

−R

cos mx + i sin mx

x2 + 1
dx

となり、
次ぎにC2上では、

z = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π

と置いて、

dz = iReiθ,

また、

|eimz| = |eim(x+iy)| = |eimxe−my| = |e−my| = e−my ≤ 1, 0 ≤ y,

が得られる。従って、

|
∫

C1

eimz

z2 + 1
dz| ≤

∫

C2

| eimz

z2 + 1
||dz|

≤
∫ π

0

R

|R2e2iθ + 1|dθ

≤
∫ π

0

R

R2 − 1
dθ =

πR

R2 − 1
→ 0(as R →∞)

となり、R →∞の時の極限を考えると、
∫ ∞

−∞

cos mx + i sin mx

x2 + 1
dx = πe−m

が得られる。上の等式の実部と虚部をそれぞれ等号で結んで
∫ ∞

−∞

cos mx

x2 + 1
dx = πe−m,

∫ ∞

−∞

sin mx

x2 + 1
dx = 0,
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が得られる。J
例題４．

∫∞
−∞

sin x
x

dxを計算せよ。
（解法）関数

f(z) =
eiz

z

を次の積分路C

C = C1 ∪ C2 ∪ C3 ∪ C4,

C1 = {Imz = 0, ε ≤ Rez ≤ R},

C2 = {|z| = R, Imz > 0},

C3 = {Imz = 0,−R ≤ Rez ≤ −ε},

C4 = {|z| = ε, Imz > 0},

で積分する。この積分路C内には関数 f(z)の特異点は含まれないので、
∫

C

eiz

z
dz = 0

である。以下では各積分路Cj, j = 1, .., 4,上での積分を考えよう。
最初に、C1, C3上の積分は

z = x, ε < x < R,−R < x < −ε

だから、
∫

C1

eiz

z
dz +

∫

C3

eiz

z
dz =

∫ R

ε

eix

x
dx +

∫ −ε

−R

eix′

x′
dx′

=

∫ R

ε

eix

x
dx−

∫ R

ε

e−iy

y
dy, (x′ = −y)

= 2i

∫ R

ε

sin x

x
dx → 2i

∫ ∞

0

sin x

x
dx(as ε → 0 and R →∞)
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となる。
次ぎに、C2上の積分は、

z = Reiθ = R(cos θ + i sin θ), 0 < θ < π, dz = iReiθdθ,

とおいて、関数 eiz

z
が

|e
iz

z
| = |e

iR(cos θ+i sin θ)

Reiθ
| = e−R sin θ

R

ように評価されるので、積分は

|
∫

C1

eiz

z
dz| ≤

∫ π

0

e−R sin θdθ = 2

∫ π
2

0

e−R sin θdθ

≤ 2

∫ π
2

0

e−
2Rθ

π dθ =
π

R
(1− e−R) → 0(as R →∞)

と評価される。ここでは、不等式

2θ

π
≤ sin θ ≤ θ, (0 ≤ θ ≤ π

2
)...(∗)

を使った。
この不等式 (∗)の証明は以下のようである。

F (θ) =
sin θ

θ

と置いて、

F ′(θ) =
θ cos θ − sin θ

θ2

ここで、

G(θ) = θ cos θ − sin θ

と置き、

G′(θ) = −θ sin θ ≤ 0, (0 ≤ θ ≤ π

2
)

により関数G(θ)は減少関数。従って、

G(θ) ≤ G(0) = 0
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によって

F ′(θ) ≤ 0

が成り立つ。だから、

F (
π

2
) ≤ F (θ) ≤ F (0) = lim

θ→0

sin θ

θ
= 1

よって、

2

π
≤ F (θ) ≤ 1, (0 ≤ θ ≤ π

2
)

J
最後に、C4上の積分は

∫

C4

eiz

z
dz =

∫

C4

1

z
dz +

∫

C4

eiz − 1

z
dz

と分けて考える。
先ず、第 1項は変数変換

z = εeiθ, 0 < θ < π, dz = iεeiθdθ

を行って
∫

C4

1

z
dz = −

∫ π

0

iεeiθdθ

εeiθ
= −iπ

となる。
次ぎに第 2項は関数 eiz−1

z
が

|e
iz − 1

z
| = |(

∑∞
n=0

(iz)n

n!
)− 1

z
| ≤

∞∑
n=1

|z|n−1

n!
= 1 +

|z|
2!

+ ...

≤
∞∑

n=0

|z|n
n!

= e|z| = eε

と評価され、積分
∫

C4

eiz−1
z

dzは

|
∫

C4

eiz − 1

z
dz| ≤

∫ π

0

eεεdθ = eεεπ → 0(as ε → 0)
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となる。以上の計算から、

2i

∫ ∞

0

sin x

x
dx− iπ = 0

で
∫ ∞

0

sin x

x
dx =

π

2

が得られる。J
例題５．

∫ ∞

0

sin x2dx,

∫ ∞

0

cos x2dx

を計算せよ。
（解法）関数 f(z) = e−z2

を次の積分路で積分する。

C = C1 ∪ C2 ∪ C3,

C1 = {Imz = 0, 0 < Rez < R},

C2 = {|z| = R, 0 < arg z <
π

4
},

C3 = {z; arg z =
π

4
, 0 < |z| < R},

するとC内では関数 f(z)は正則だから、コーシーの積分定理から

∫

C

e−z2

dz = 0

である。以下で、各積分路Cj, j = 1, 2, 3,上での積分を考える。
最初にC1上では

z = x, dz = dx

により、
∫

C1

e−z2

dz =

∫ R

0

e−x2

dx →
√

π

2
(as R →∞)
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次ぎに、C2上では

z = Reiθ, 0 < θ <
π

4
,

だから、

dz = iReiθdθ,

また、

z2 = R2e2iθ = R2(cos 2θ + i sin 2θ) = R2 cos 2θ + iR2 sin 2θ,

よって、

e−z2

= e−R2 cos 2θ(cos(R2 sin 2θ)− i sin(R2 sin 2θ)),

従って

|e−z2| = e−R2 cos 2θ

だから、

|
∫

C2

e−z2

dz| ≤
∫ π

4

0

e−R2 cos 2θRdθ =
(2θ=φ)

1

2

∫ π
2

0

e−R2 cos φRdφ =
(φ′=π

2
−φ)

1

2

∫ π
2

0

e−R2 sin φ′Rdφ′

(例題 4の不等式 (∗)によって)

≤ 1

2

∫ π
2

0

e−
2R2

π
φRdφ = − π

4R
[e−

2R2

π
φ]

π
2
0

=
π

4R
(1− e−R2

) → 0(as R →∞)

最後に、C3上では、

z = ρei π
4 = ρ(cos

π

4
+ i sin

π

4
) = ρ(

√
2

2
+ i

√
2

2
), 0 < ρ < R,

だから、

z2 = ρ2ei π
2 = iρ2,

e−z2

= e−iρ2

= cos ρ2 − i sin ρ2,
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また、

dz = (

√
2

2
+ i

√
2

2
)dρ,

よって、
∫

C3

e−z2

dz = −
∫ R

0

(cos ρ2 − i sin ρ2)(

√
2

2
+ i

√
2

2
)dρ

= −
√

2

2

∫ R

0

(cos ρ2 + sin ρ2)dρ− i

√
2

2

∫ R

0

(cos ρ2 − sin ρ2)dρ

→ −
√

2

2

∫ ∞

0

(cos x2 + sin x2)dx− i

√
2

2

∫ ∞

0

(cos x2 − sin x2)dx(as R →∞)

故に
√

2

2

∫ ∞

0

(cos x2 + sin x2)dx =

√
π

2
,

∫ ∞

0

(cos x2 − sin x2)dx = 0

だから、
∫ ∞

0

cos x2dx =

√
π

2
√

2
,

∫ ∞

0

sin x2dx =

√
π

2
√

2

J
例題６．関数

f(z) =
ez

zn+1

を、原点Oを中心として、半径 1の円周上（単位円周）Cで積分するこ
とによって

∫ 2π

0

ecos θ cos(nθ − sin nθ)dθ,

∫ 2π

0

ecos θ sin(nθ − sin nθ)dθ

の値を計算せよ。
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（解法）関数 f(z) = ez

zn+1 は原点を (n + 1)位の極としているから、

Res[f, 0] =
1

n!
lim
z→0

(zn+1 ez

zn+1
)(n)

=
1

n!
lim
z→0

ez =
1

n!
.

また、単位円周上では変数変換

z = eiθ = (cos θ + i sin θ), 0 < θ < 2π,

dz = ieiθdθ

を行って、
∫

C

ez

zn+1
dz =

∫ 2π

0

ecos θ+i sin θ

ei(n+1)θ
ieiθdθ

= i

∫ 2π

0

ecos θ+i sin θe−inθdθ

= i

∫ 2π

0

ecos θei(sin θ−nθ)dθ

となる。
従って、

i

∫ 2π

0

ecos θei(sin θ−nθ)dθ =
2π

n!
i

即ち、

i

∫ 2π

0

ecos θ(cos(sin θ − nθ) + i sin(sin θ − nθ))dθ =
2π

n!
i

を得る。
上の等式の実部及び虚部を等号で結べば

∫ 2π

0

ecos θ cos(sin θ − nθ)dθ =
2π

n!
,

∫ 2π

0

ecos θ sin(sin θ − nθ))dθ = 0

が得られる。
問題１．次の定積分を留数定理を用いて計算せよ。
（１）

∫ 2π

0
1

2+sin θ
dθ（２）

∫ π

−π
1

1+sin2 θ
dθ（３）

∫∞
−∞

1
x6+1

dx（４）
∫∞
−∞

1
(x4+1)2

dx

（５）
∫∞
−∞

cos x
x2+1

dx（６）
∫∞

0
x sin x
x2+1

dx（７）
∫∞

0
xk−1

x+1
dx(0 < k < 1)（８）∫∞

−∞
1

(x2+1)n dx
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2 フーリエ変換

2.1 フーリエ変換 の定義

−∞ < xj < ∞, j = 1, .., nで定義されている関数（後で、必要な条件
は追加する）f = f(x), x = (x1, ..., xn)に対して、

(
1√
2π

)n

∫ ∞

−∞
...

∫ ∞

−∞
f(x)e−ix·ξdx1...dxn

を関数 f(x)のフーリエ変換とよび

(
1√
2π

)n

∫ ∞

−∞
...

∫ ∞

−∞
f(x)e−ix·ξdx1...dxn = F [f ](ξ)

と書く。ここで、x · ξ =
∑n

j=1 xjξj であり、ベクトル x = (x1, .., xn)と
ξ = (ξ1, ..., ξn)との内積を表す。
この場合、全空間での定積分（広義積分）が収束する為には、例えば、

∫ ∞

−∞
...

∫ ∞

−∞
|f(x)|dx1...dxn < ∞

を仮定すれば良い。この条件を満たす関数の集まり（関数空間という）を
L1空間という。
以後、暫くは関数はこのクラスで考える。

2.2 フーリエ変換 の性質

フーリエ変換の性質を順に挙げておこう。最初に

(
1√
2π

)n

∫ ∞

−∞
...

∫ ∞

−∞
F [f ](ξ)eix·ξdξ1...dξn = f(x)...(1)

が成り立つ。
即ち、

F̄ [g](x) = (
1√
2π

)n

∫ ∞

−∞
...

∫ ∞

−∞
g(ξ)eix·ξdξ1...dξn
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とおくと、

F̄ [F [f ]] = f

が成立する。
更に、

F [F̄ [g]] = g

も成り立つ。
だから、

F̄F = FF̄ = I

と簡単に書ける。これらの式をフーリエ反転の公式とよぶ。
F̄ を逆フーリエ変換と呼ぶ。証明は省略するが、そこで重要な役割を
する次の関数Dλ(x)を挙げておこう。

Dλ(x) =

∫ λ

0

cos ωxdω

この関数Dλ(x)は以下の性質を持つ。

(i)Dλ(x) =
sin λx

x

(ii) lim
λ→∞

∫ b

a

Dλ(x)dx = π, a < 0 < b

(iii) lim
λ→∞

1

π

∫ ∞

−∞
f(ξ)Dλ(x− ξ)dξ =

1

2
{f(x + 0) + f(x− 0)}

(iv)
1

π

∫ ∞

0

(

∫ ∞

−∞
f(ξ) cos ω(x− ξ)dξ)dω =

1

2
{f(x + 0) + f(x− 0)}

(証明）(i)は容易であり、(ii)は積分変数の変換を行ってから、
∫ ∞

−∞

sin x

x
dx = π
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を用いれば出来る。(ii)から (iii)は簡単である。(iii)から (iv)は、オイ
ラーの公式

eiθ = cos θ + i sin θ

を繰り返し用いて計算すれば出る。(ii)の証明は問題として、挙げておく
ので、各自で試みておくこと。J

(注意）上の関数Dλ(x)で、λ →∞の極限関数δ(x)を考える。limx→0 Dλ(x) =

limx→0
sin λx

x
= λだから、limx→0 δ(x) = ∞が成り立ち、x = 0以外の点 x

でも極限 limλ→∞ Dλ(x)は存在しない。つまり、δ(x)は定義出来ない。そ
れでも、Dλ(x)の性質 (ii)及び (iii)で、形式的に極限 λ →∞を取ると、
それぞれ

(1)

∫ b

a

δ(x)dx = π, a < 0 < b,

(2)
1

π

∫ ∞

−∞
f(ξ)δ(x− ξ)dξ = f(x)（但し、f(x)は連続関数）

が成り立つ。前のフーリエ級数の時と同様に、関数 δ(x)
π
をデラック関数

と呼ぶ。ここでは、デラック関数の近似として、Dλ(x)を考えたことに
なる。
次の公式は、微分方程式を取り扱う時に、良く用いる。

F [f (α)](ξ) = (iξ)αF [f ](ξ)...(2)

ここでは、

f (α)(x) = ∂α1
x1

∂α2
x2

...∂αn
xn

f(x) =
∂|α|

∂α1
x1 ∂α2

x2 ...∂αn
xn

f(x),

(iξ)α = (iξ1)
α1(iξ2)

α2 ...(iξn)αn ,

|α| = α1 + ...αn

と書いたが、この表示の仕方を多重指標の方法という。
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証明は簡単の為に、１次元で行うが一般にしても同じように出来る。部
分積分で、

1√
2π

∫ ∞

−∞
f ′(x)e−ixξdx =

1√
2π

[f(x)e−ixξ]x=∞
x=−∞ −

1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x)(e−ixξ)′dx

= (iξ)
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x)e−ixξdx

が得られるが、これを繰り返せば良い。
但し、 1√

2π
[f(x)e−ixξ]x=∞

x=−∞の項に関しては、

lim
x→±∞

f(x) = 0

などの条件を課すことが必要になってくる。
次の性質は証明なしで挙げておく。

(
∂

∂ξ
)αF [f ](ξ) = F [(−ix)αf ](ξ)...(3)

ここでは、やはり多重指標の表示を使っている。
以下、これまでにしばしば表れたデルタ関数（δ−関数）のフーリエ変

換を公式として挙げておく。説明は数学的には可成り難解な理論を必要
とするので、深入りは避けることにしよう。しかし、工学ではこの関数
は良く用いられる。

F [δ] = F̄ [δ] = 1, F [1] = F̄ [1] = δ...(4)

次に、フーリエ変換と合成積との関係についてラプラス変換の同様な
性質が成り立つことに注意しよう。即ち、関係式

F [f ∗ g] =
√

2πF [f ]F [g]

が成立する。ここで、関数 f と gとの合成積 f ∗ gは、

(f ∗ g)(x) = f(x− y)g(y)dy

である。積分の変数変換を行って、

(f ∗ g)(x) =

∫ ∞

−∞
f(y)g(x− y)dy
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が成り立つことが容易にわかる。
例題１．関数 f(x) = e−a|x|(a > 0)のフーリエ変換を求めよ。
（解法）フーリエ変換の定義に従って計算を行うと、

1√
2π

∫ ∞

−∞
e−a|x|e−ixξdx =

1√
2π

(

∫ ∞

0

e−(a+iξ)xdx +

∫ 0

−∞
e−(−a+iξ)xdx)

=
1√
2π
{ −1

a + iξ
[e−(a+iξ)x]x=∞

x=0 +
−1

−a + iξ
[e−(−a+iξ)x]x=0

x=−∞}

=
1√
2π

(
1

a + iξ
+

1

a− iξ
) =

1√
2π

· 2a

a2 + ξ2

ここで、

lim
x→±∞

|e−(±a+iξ)x| = lim
x→±∞

e∓ax| cos ξx− i sin cos ξx| = lim
x→±∞

e∓ax = 0(a > 0)

を用いた。
ここで、フーリエの反転公式を用いると、

1

2π

∫ ∞

−∞

2a

a2 + ξ2
eixξdξ = e−a|x|

を得る。この両辺の実部、虚部をそれぞれ等しいとおくと、
∫ ∞

−∞

cos xξ

a2 + ξ2
dξ =

π

a
e−ax

∫ ∞

−∞

sin xξ

a2 + ξ2
dξ = 0

を得る。

問題１．次の関数のフーリエ変換を求めよ。

（１）f(x) =

{
1, |x| < a,

0, |x| ≥ a
（２）f(x) = e−a|x|2 , a > 0（３）f(x) =

{
1− |x|

a
, |x| < a,

0, |x| ≥ a

（４）f(x) =

{
1− x2, |x| < 1,

0, |x| ≥ 1
（５）f(x) =

{
x, |x| < 1,

0, |x| ≥ 1
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2.3 フーリエ変換の応用

2.3.1 偏微分方程式への応用

数理解析学１で採り上げた１次元の熱方程式の初期値問題をフーリエ
変換を用いて解こう。最初に熱伝導の方程式は次のようであった。観測点
xにおける tでの温度を u = u(x, t)とすると、u(x, t)の満たす方程式は、

ut = uxx(t > 0,−∞ < x < ∞)...(1)

である。この方程式の解が初期条件

u(x, 0) = φ(x)...(2)

を満たすように解くことになる。方程式 (1)の両辺を変数 xについてフー
リエ変換し、

U(ξ, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
u(x, t)e−ixξdx

とおく。そのときに、関数 u(x, t)の tに関する微分とフーリエ変換にお
ける xに関する積分は順序を換えて良いとする。前節の性質を用いると
U(ξ, t)についての方程式

dU

dt
= −ξ2U...(3)

を得る。いま、ξをパラメターとみて方程式 (3)を解くと、この方程式は
変数分離形なので容易に解けて

U(ξ, t) = e−ξ2tΦ(ξ)...(4)

となる。ここで、Φ(ξ)は ξの任意の関数である。ここで、初期条件 (2)よ
り、Φ(ξ)は初期関数 φ(x)のフーリエ変換である。

ところで、前節の問題１．（２）から、e−ξ2t = F [ 1√
2t

e−
x2

4t ]であり、また
前節の合成積に関する性質を用いると、

u(x, t) =
1√
4πt

e−
x2

4t ∗ φ

=
1√
4πt

∫ ∞

−∞
e−

(x−y)2

4t φ(y)dy

が得られる。
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2.3.2 逆ラプラス変換への応用

関数 f(t)(t > 0)のラプラス変換

F (s) =

∫ ∞

0

e−stf(t)dt

で t < 0では f(t) = 0とし、s = σ + iς(σ, ςは実数 )とおけば、

F (σ + iς) =

∫ ∞

0

e−(σ+iς)tf(t)dt =

∫ ∞

−∞
e−iςte−σtf(t)dt

ここでフーリエの反転公式を用いると、

e−σtf(t) =
1√
2π

1√
2π

∫ ∞

−∞
F (σ + iς)eiςtdς

従って、

f(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
F (σ + iς)e(σ+iς)tdς

=
σ+iς=s→idς=ds

1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
F (s)estds

となる。ここで、(σ, 0)を中心として半径 R（十分に大きい）の円を描
き、この円の直径 C1（Re(z) = σ,−R < Im(z) < R）と左半円 C2(|z −
σ| = R, Re(z) < σ)とで囲まれた領域内に含まれる関数 F (s)の特異点を
ak(k = 1, 2, .., n)とする。もしも

∫
C2

F (s)estds → 0(R →∞)が成り立て
ば、留数定理から

f(t) =
n∑
1

Res[F (s)est, ak]

となる。
例． s

s2+a2 の逆ラプラス変換を求める。
（解法）．円内の特異点は z = ±iaでこの点での留数Res[ s

s2+a2 e
st,±ia]

は、

Res[
s

s2 + a2
est,±ia] = lim

s→±ia

s(s∓ ia)

s2 + a2
est

= lim
s→±ia

s

(s± ia)
est

=
±ia

±2ia
e±iat
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よって、

f(t) =
1

2
(eiat + e−iat) = cos at

問題２．次の関数の逆ラプラス変換を求めよ。
（１） a

s2+a2（２） 1
(s−a)2

（３） s
(s2+a2)2

（４） a
(s2+a2)2

（５） s
(s2+a2)n（６）

a
(s2+a2)n
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